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Streszcgenie

W pracy, bedacej drugq w serii prac poswieconych teorii randomizacji,
przedstawiono konstrukcje modeli dla prostych eksperymentow. Ponadto
przedyskutowano powszechnie przyjmowane zalozenie o addytywnosci jednostek
i obiektow w sSwietle slabszego zalozenia o zachowaniu jednorodnosci
(symetrii) jednostek.

Wyprowadzone modele przeanalizowano ze wzgledu na istnienie
najlepszego liniowego nieobciqzonego estymatora parametrow stalych. W tym
celu wykorzystano ogolnq teorie estymacji w modelach liniowych.

1. WSTEP

Prezentowana praca Jjest druxqgq 2z cyklu trzech prac posdwieconychk
eorii randomizacji. Cykl ten inicjuje praca Kali (1989), do ktoérej
bedziemy sie odwolywaé bezposrednio piszac I.

W obecnej pracy oméwiono konstrukcje modeli dostosowanych do
doswiadczell uwzgledniajgcych obecnos$é wielu obiektéw. W procesie mode-
lowania zwrécono uwage na sposdb reprezentowania obiektéw, a w'‘szcze-
g61lnodéci ombéwiono zasade addytywnodci w konteks$cie siabszego wymagania
zachowania jednorodnos$c® (symetrii) jednostek eksperymentalnych.

Wyprowadzone tu modele rozpatrzono réwniezZ pod katem mozliwosci
uzyskania najlepszych liniowych nieobcigZonych estymatoréw liniowych
funkcji parametréw statych. Skorzystano przy tym 2z teorii estymacji w
ogélnych modelach liniowych. Niezbedne wyniki szczegéiowe tej teorii
zamieszczono w suplemencie.

Stowa kluczowe: addytywno$é, jednorodnos$é, doswiadczenia $lepe, modele
state, modele losowe, modele mieszane
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2. CECHA BADANA. BLAD TECHNICZNY

Biorac pod uwage zespél cech naturalnie charakteryzujacych Jjednostki
eksperymentalne, co do ktérych wystarczy, Ze jestedémy jedynie swiadomi ich
istnienia, wprowadzimy teraz ceche badang Jjako te ceche, na ktérej
koncentruje sie zainteresowanie eksperymentatora i ktéra bedzie w
ﬁolwiddczeniu podlegala pomiarowi. Jest rzecz3 naturalng, aby ceche badang
utozsamiad z pewn3 funkcja f cech wyréznionych na  jednostkach
eksperymentalnych. W dalszych rozwazaniach ograniczymy sie do funkcji
najprostszych, Jjakimi s3 funkcje liniowe, przy czym ograniczenie to, z
uwagi na duza dowolno$é w rozumieniu zespoiu cech wyréznionych, nie jest
istotne. W rezultacie ceche badana zapiszemy w postaci

f(x) = x’a , (2.1)

gdzie x jest wektorem cech wyréznionych, a a € RY jest ustalonym
wektorem stalych wspdiczynnikéw definiujacych funkcje f. W ten sposéb,
cecha badang moze byé dowolna z g cech charakteryzujacych Jjednostki, albo
dowolna ich kombinacja liniowa.

Gdyby =zainteresowanie eksperymentatora skupione byio na kilku
cechach, to =zamiast wektora a nalezaloby wprowadzi¢ ukiad wektoréw
okreélajacych jakie z cech wyréznionych bgdz jakie ich kombinacje liniowe
stanowia zesp6t cech badanych. W konsekwencji rozwaZane zagadnienie
iialoby charakter wielowymiarowy. Mimo takiej mozliwos$ci, w dalszym cijggu
ograniczymy sie do jednej cechy badanej.

W zwigzku z wykonywaniem pomiaru cechy badanej wyrazZenie (2.1) winno
byé Jjeszcze uzupelnione tzw. biedem technicznym, ktéry do modeli
spisujacych eksperymenty rolnicze zostal wprowadzony przez Neymana i in.
(1935). Biad ten oznaczymy przez e i zaloZymy o nim, 2Ze jest zmienna
losowa opisujgcag réznice pomiedzy odnotowang obserwacja (wartoscia
pomiaru), a prawdziwa (teoretyczng) wartoscia cechy. Wiasnosci zmiennej
losowej e odzwierciedlaja warunki pomiaru. Mianowicie, zaloZenie o braku
bledu systematycznego implikuje uznanie wartos$ci oczekiwanej zmiennej e za
réwna zero, zalozenie o niezaleZnoséci pomiaré4w badanej cechy na
poszczegdlnych jednostkach eksperymentalnych implikuje uznanie wszystkich
kowariancji pomiedzy odpowiednimi bitedami losowymi za réwne zero i
wreszcie zaloz2enie o wykonywaniu pomiaru badanej cechy t3 sam3 metodg i w
tych samych warunkach na wszystkich jednostkach eksperymentalnych
uzasadnia przyjecie tej samej wielkos$ci wariancji dla wszystkich jednostek
biorgcych udziat w doswiadczeniu. Te wspélng wariancje "biedu technicznego
oznaczymy symbolem . Ponadto przyjmiemy naturalne zalozZenie o
niezaleznosci bitedu technicznego od zmiennych losowych opisujgcych
zachowanie sie wyréznionych cech na jednostkach eksperymentalnych
stanowigcych prébe fn.

W rezultacie potencjalng, obserwacje cechy badanej, moZzna zapisaé¢ w
postaci zmiennej losowej
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y=x'a + e (2:2)

) wlasnoéqiach prob.bilintyéanych wynikajgcych =z przngtych zalozZeli.

Jesli teraz uwzglednimy komplet jednostek sianowiacych prébe prosta
?n = (u‘,uz,....un). 2 populacji nieskoficzonej ’@' to potencjalne
obserwacje utworza wektor losowy w postaci

y=Xa+e, (2.3)

gdzie X jest macierza losowa okreslong wzorem (I.6.1).

W przypadku préby ‘zrandomizowane j Pn = (u(‘).u;z),...,u(n)) pocho-
dzgcej_ z populacji skoriczonej ?' wektor potencjalnych obserwacji przyj-
mie postad y

y = X(). + e, (2.4)

gdzie i(, jest macierza okreflong wzorem (I.6.5).
Poniewaz na mocy poczynionych zalozen o sktadowych wektora biedéw
moZemy napisad, Ze

E(e) = 0 oraz ~ D(e) = o:I > (2.5)

a takze przyjaé niezalezno&d wektora e od macierzy losowej X lub
macierzy losowej X(). ktérych modele okreslono w (I.6.4) i (1.6.8), .wiec
wektorowi y odpowiada model

{r, 1 p’a, (a’Ea + o)1 } , (2.8)
n L ] n
gdy préba ?n Jjest prosta, lub model

=4 ’ ¢ 2
{y, 1 x’a, i‘_‘—ln Sa(I - J )+ ".I..) 4 (2.7)
gdy préba ?n Jjest zrandomizowana. d "

W dalszym ciggu wygodnie bedzie poslhgiwqc' sie - nastepujacy-i
oznaczeniami : . oy

u'a , P cp
"..={-- B B a POPRASORT T T
R s ?n & ?“
a’'Ea LogaP
o:={N % L : : (2.9)
. ;
T i e Rt " g

Parametr m okresla w istocie wartosd oczekiwang potencjalnej

obserwacji cechy badanej y, to znaczy
E(y) = mu ’

natomiast parametr a: jest skiadnikiem (komponentem) wariancji cechy
badane j o okreslajgcym wielkos$é rozproszenia Jednostek populacji
podstawowej widzianych poprzez te ceche. Catkowita wariancja potencjalnej
obserwacji cechy badanej ma wiec postad
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D(y) = o: + a:

i jest sumg wariancji o: i wariancji biedu technicznego a:.

Warto jeszcze odnotowaé, Ze obydwa wprowadzone tu parametry, m oraz
a:. 83 uzaleznione od jednostek eksperymentalnych catej populacji
podstawowej za posrednictwem tylke tych cech wyréznionych na jednostkach,
ktérym w wektorze a odpowiadajj skiadowe niezerowe. Wreszcie nalezy
zauwazyé, 2e przedstawione tu modele (2.6) i (2.7) mimo wprowadzenia biedu
technicznego, nadal posiadaja wiasnod$é symetrii (jednorodnosci), ktéra w
modelach jednowymiarowych wyraza sie réwnoscia skiadowych wektora wartosci
oczekiwanych, réwnodcia wszystkich wariancji oraz réwnogcig wszystkich
kowariancji (por6éwnaj twierdzenie I.1).

3. DOSWIADCZENIA SLEPE

W modelach wyprowadzonych do tej pory nie uwzgledniono obecnosci
obiektéw. Zanim to uczynimy rozwazymy tutaj tzw. doéwiadczenia glepe, lub,
jak -nazywa Jje Nelder (1965a, s.147), dosdwiadczenia zerowe, ktére
charakteryzuja ‘sie tym, 2Ze wszystkie jednostki biorgce udziat w takim
dodwiadczeniu s3 potraktowane tym samym obiektem. Mimo pozornej
nieprzydatnogci takich doswiadczehh maja one zastosowanie praktyczne, gdyz
poiwnlajq wnioskowadé o stopniu niejednorodnos$ci jednostek doswiadczalnych.
Z punktu widzenia konstrukcji modeli eksperymentéw oméwienie tych
doswiadczefi jest przydatne, gdyz umozliwia klarowne wprowadzenie
dodatkowych pojed i zalozefi, a takZe pozwala bardziej uniwersalnie
apoJrzed na modele juz wyprowadzone.

Na poczatek zauwazmy, 2Ze gdyby jednostki uzyte w dos$wiadczeniu byiy
poczgtkowo yszystkie identyczne, a nastepnie potraktowano by je tym samym
obiektem, powiedzmy to' to w rezultacie moZna byloby oczekiwaé jedakowych
zmian wartosci cech opisujacych te jednostki, ktére tym samym zachowal yby
walor identycznosci. Wiasnosé te mozZna wyrazié¢ . jako zachowanie
Jjednorodnos$ci (wymienialnogci) jednostek ze wzgledu na uzyty obiekt to.

Przechodzac do doswiadczenn z jednostkami naturalnie zréZnicowanymi ,
stanowigcymi prébe prostz lub zrandomizowang, pozadanym bytoby, aby
speiniona byla analogiczna witasno$é. Odpowiada ona tzw. addytywnosci
efektéw jednostek i obiekté6w, ktéra w procesie modelowania eksperymentéw
Jest powszechnie wykorzystywana, choé wprowadzana bardzo niejednolicie
(patrz Kempthorne, 1952, s.137, Nelder, 1965b, s.168, White, 1975,
s.562, Bailey, 1981, s.215, Pearce, 1983, s.58).

Formalizujac powyZsze uwagi przyjmijmy, 2e wektor x, opisuje wartosci
cech wyréznionych na jednostkach eksperymentalnych potraktowanych obiektem
to. Wtedy rézZnica xo - x okresla zmiany Jjakie w wektorze 5
charakteryzujacym . poczatkowe wartosci cech wyréznionych, powodu je
zastosowanie tego obiektu. W rezultacie potencjalna obserwacja cechy

badanej uwzgledniajgca dzialanie obiektu to oraz obecnosé btedu
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technicznego przyjmuje postad
v(0) = x;l +te=y 4+ (xo - x)'a ,

gdzie wielkodé (xo - x)'a ltanowi.laczny efekt obiektu to wyrazony poprzez
ceche badang, a y jest potencjalng obserwacja cechy badanej okreslona
wzorem (2.2), to jest przqd' zastosowaniem obiektu Q,. Jedli teraz
uwzglednimy wszystkie jednostki eksperymentalne stanowigce prébe ?n, to
potencjalne obserwacje uzyskene w dodwiadczeniu, w ktérym komplet
Jjednostek potraktowano tym samym obiektem, utworzg wektor

¥y(0) =y + ¢ , (3.1)

gdzie t° = (t:.t:,....t:)' Jjest wektorem efektéw wywolanych dziataniem
rozpatrywanego obiektu na poszczegbélnych (kolejnych) jednostkach préby
prostej lub zrandomizowanej, a y Jjest wektorem losowym okreslonym
odpowiednio w (2.3) 1lub (2.4).Wektor t° moze reprezentowaé efekty state
lub ogélniej efekty losowe. Ta druga sytuacja moZze mieé miejsce na
przykiad wtedy, gdy zachodzi uzasadnione podejrzenie o niemozliwosci
doktadnego powtdérzenia obiektu to na kolejnych jednostkach biorgcych
udziat w doswiadczeniu, lub wtedy, gdy obiekt to jest wybrany ze zbioru
obiektéw 7 1losowo (poréwnaj Scheffé, 1956, s.254). W tym wypadku
przyjmiemy, Ze wektor efektéw t° jest nieskorelowany z wektorem f. :

Teraz moZemy =zinterpretowad¢ zaloZzenie o zachowaniu jédhorodnoéci
préby Pn ze wzgledu na zastosowany ten sam obiekt to. otéz, bioraq'ppd
uwage modele (2.6) lub (2.7), twierdzenie I.1 oraz zwiazek (3.1), tatwo
zaywazyé, Ze dla zachowania symetrii zmiennej losowej y(Of wektor t°
musi mieé rdéwne skladowe, jedli efekty s3 state, lub musi mieé rdéwne
sktadowe w wektorze wartodci oczekiwanych E(to), jesli efekty s3 loso-
we. W tym drugim wypadku dodatkowo wariancgje wszystkich.skladowych wek-
tora to musz3 byé réwne i podobnie musza byé réwne wézystkie kowarian-
cje pomiedzy tymi skladowymi. i :

W sytuacji, gdy wektor to zawiera efekty stalte, powyzsze wynaéanie
oznacza, 2Ze wektor ten jest proporcjonalny do wektora ln. Zz .pewnym
wspélczynnikiem proporcjonalnogci, powiedzmy to’ wyraZajagym jednakowy
efekt obiektu to na wszystkich jednostkach préby. W dalszym ciggu
wspéiczynnik ten utoZsamimy z samym obiektem i w zwigzku z tym napiszemy
réwnosdé

t° = t1
o

Uwzgledniajac te relacje w réwnosci (3.1) oraz korzystajac z oA
prowadzonych juZz modeli dla wektora y moZemy napisad modele potencjal-

nych obserwacji otrzymanych w do$wiadczeniu $lepym. Maja one postaé
2 ) i
{r(0), (m +t)1 , (o +0 )L}, gdy? c?_, (3.2)

oraz
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((0), (m, + )1, o*(x -4 ), 0’1}, gy P ce, , (3.3)

i rézniag sie od odpowiednich modeli (2.6) i (2.7) jedynie okredleniem
nieznanxch parametroéw.

Podebny wniosek moZna wyprowadzié¢ w wypadku, gdy obiekt to paoweduje
efekty losowe. Wtedy zasads zachowsnia symetrii wymaga, aby

° -
B(t") = 11n
oraz
D(t%) = r3_+ 81,

n

gdzie v jest jednakowym dla wszystkich jednostek efektem oczekiwanym
obiektu to' 8 + 7 jest jednakowag wariancja efektéw losowych, a » jest ich
Jednakows kowariancja. Wobec przyjetej niezalezZnosci wektoréw t° iy,
modyfikacje modeli (2.6) i (2.7) przyjma teraz odpowiednio postacie

{r(0), (m+v)2 , 77 + (a: + a: BT L oot Pl (3.4)

r(0), (m+v)1 , 73+ o(x - ﬁ’n) e AT T aaid e

W podsumowaniu mozna stwierdzié, ze przy speinieniu zasady zacho-
wania jednorodnosci (symetrii) uzyty obiekt moze modyfikowaé wartosdé
oczekiwang potencjalnych obserwacji, lecz dla kazdej jednostki, na ktérej
Jjest zastosowany, w jednakowym stopniu oraz mozZe wprowadzaé¢ nowe lub
zmieniaé istniejjgce parametry w macierzy dyspersji, Jjednakze dla kazdej
Jjednostki w ten sam sposéb. W dalszym cijgu wymagad bedziemy, aby opisana
éaaada zachowania jednorodno$ci (symetrii) byta speiniona dla kazdego
obiektu biorgcego udzial w do$wiadczeniu.

W sytuacji, gdy wektor ‘o zawiera efekty stale, powyZsze wymaganie
Jjest zgodne z zalozeniem addytywnosci Jjednostek i obiektéw w sformulowaniu
Neldera (1966b, s.168), ktére orzeka, ze jezeli ktérykolwiek z obiektéw
bytby =zastosowany na wszystkich Jjednostkach eksperymentalnych, to
odchylenia obserwacji od ich $redniej winny byé niezalezne od tego, ktéry
z obiektéw zostal zastosowany. Wymaganie to jest takze zgodne z zaloZeniem
o jednorodno$ci wyraZonym przez White’a (1975, s.562), ktére stwierdza, zZe
wariancje i kowariancje w modelu ﬁie moga zmieniad sie wraz ze zmiang
obiektu.

Na koniec zauwazmy, 2ze modele (3.2) i (3.3) ré6znig sie od
odpowiednich modeli (2.6) i (287 Jjedynie formalnie, okregleniem
nieznanego parametru w wartosci oczekiwanej. To samo spostrzezZenie =z
doktadno$cia do parametru 7, dotyczy takZze modeli (3.4) oraz (3.5).
Oznacza to, Ze 2z punktu widzenia konstrukcji modeli opisujacych prébe
prost3g lub zrandomizowang, odniesionych do cechy badanej, nie Jjest istotne
czy w czasie tworzenia tej proéby, wszystkie jednostki byly potraktowane
Jakim$ jednym wspélnym obiektem, czy tez wszystkie byly od niego wolne.
Modele pozostang takie same. Spostrzezenie to wyjasnia kontrowersje jaka
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moglaby powstad, _(dyby cerna badana mnie byla mozliwa do rosadnego
okreslenia bez udzialu jakiegodé obiektu. Ma to na przykiad miejsce w
do$wiadczeniach, w ktérych obiektami s3 odmiany ro$lin i w zwigzku z tym
trudno méwié o cesze badanej bez =zalozZenia, 2Ze rosliny ktérejkolwi;k
odmiany s3 obecne na poletkach doswiadczalnych. ’ i

4. MODELE STALE I MIESZANE

.

W tym peragrafie rozwazymy doéwiadczenia 2z ustalonym zbiorhl_
obiektéw, ktérych efekty s3 stale. Na poczatek zajmiemy sie honstrufcj.-
modelu. Ogélnie rzecz ujmujac konstrukcja taka obejmuje dwa etapy. -
Pierwszy 2z nich zostaje osiagniety 2z chwila pobrania préby ’n* W
zaleznodci od rodzaju populacji podstawowej pobrana préba’” jest quo préba
prosta albo prébg zrandomizowan3g, a Jjej model, odnieqiony do wybranej
cechy badanej, okreglony jest w (2.6) lub odpowiednio w_(2i7).'w etapie
tym zwrdécidé nalezy Jjeszcze uwage na koniecznos$dé zagwafantoﬁania
dostatecznej liczby replikacji dla poszczegélnych obiektéw zgodhie z
przyjetym planem do$wiadczenia. Jed$li zatem plan doswiadczenia przewiduje,
ze w eksperymencie poddanych bedzie badaniu v ustalonych obiektéw oraz Ze
obiekt s-ty ma byé zastosowany na n_ jednostkach, tow rezu%tacie préba ?n
musi zawieraé n = z:_in' .
Drugi etap 2zwigzany Jjest 2z zastosowaniem.obiektéw na Jjednostkach

jednostek eksperymentalnych. .

préby Pn. Podstawowym problemem, poza problepqm technicznym zwiazanym 2z
koniecznodcia utrzymania tych samych warunkéy na wszystkich jednostkach,
jest ustalenie zasady przyporzgdkowania obiektéw do poszczegdédlnych
jednosiek. Oté6z dysponujac prébg Pn prosta lub 'zrandonizowana, a wiec
majac zagwarantowang modelows identycznogé jednostek, przyporzadkowanie
takie moze przebiegad¢ w sposéb systematyczny‘i najprostrzy, to jest obiekt
pierwszy moze by¢ zastosowany na n, pierwszych jednostkach, obiekt drugi
na n, kolejnych jednostkach itd. (rozumianych tak jak w paragrafie I.6).

Przechodzac do modyfikacji modelu préby, wynikajgcych z wprowadzenia
do doswiadczenia obiektéw, postuZymy sie zasada zachowania jednorodno#ci,
ktéra, jak juz zostalo to powiedziane, w wypadku obiektéw wywolujgcych
efekty state odpowiada zatozeniu 'add§tywno$ci obiektéw i jednostek
do$wiadczalnych. W rezultacie, w kazdej grupie jednostek "potraktowanych"
tym samym obiektem, potencjglne obserwacje mozZna wyrazié¢ =za pomoc3
zmiennych losowych o identycznych rozktadach, przy czym w kazdej grupie
zwigzane]j Z dzialaniem'.okreslonego obiektu, tak Jjak w przypadku
dodwiadczenia $1epego! bojawi sie efekt staly reprezentujacy ten obiekt.
Fakt ten mozemy wyrazié_piszac réwnosdé

yJ(s) = yJ i, R (4.1)

gdzie yJ reprezentuje wartos$é cechy badanej na j-tej jednostce ekspery-
mentalnej bez uwzglednienia obiektu s (na przykiad taka jaka bylaby
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uzyskana na tej jednostce w dos$wiadczeniu zerowym), natomiast t‘ Jjest
efektem obiektu s jednakowym dla tych wszystkich jednostek, na ktérych
obiekt ten zaatoaowﬁno. Korzystajac teraz z modelu potencjalnych wartosci
cechy badaqej dla Jjednostek stanowigcych prébe prosta lub odpowiednio
probe z¥mndomizowana w dosSwiadczeniu $lepym, moZna 3zapisaé dwa modele
uwzgledniajgce badane w doswiadczeniu obiekty. Maja one postad

iy, luln + A't, (y:.+ o:)In} : ?n s 'w 5 (4.2)
oraz
troma_+at, 0% -Li)+ol1), 2 co . (4.3)
gdzie
v g (ylil)'yl(l)"."yn:l)'yn‘vl(z)"“'yk(v))' (4.4)

jest wektorem obserwowanych éliennych losowych,

t = (t‘,tz,....t')' (4.5)

Jjest wektorem nieznanych efektéw obiektowych, a

5' = diag:_‘(lnl) (4.6)
Jjest macierza planu doswiadczenia okreflajgca rozmieszczenie obiektéw na
Jednostkach eksperymentalnych.

Latwo zauwazyd, 2Ze wyprowadzone tu modele charakteryzuja sie taks
samg struktur3 wartod$ci oczekiwanej, 2z dokladnoscia do interpretacji
parametru m zdefiniowanego w (2.8), oraz réznia sie istotnie struktura
macierzy dyspersji, ktéra w modelu (4.2) jest prosta - oparta o macierz
Jjednostkowg In i jeden komponent wariancji

o winghi v igh ) (4.7)
u o
a w modelu (4.3) jest zlozona - oparta o macierz Jjednostkowy Iz
komponentem o? i o macierz Jn z mnozZnikiem
7o = —O./N (4.8)
reprezentujacym stata kowariancje pomiedzy jednostkami préby.

Model (4.2), charakteryzujacy sie obecnos$cij pojedynczego komponentu
wariancji 02, zaliczany jest do klasy modeli staiych (poréwnaj Scheffé,
1956, s.252). Odpowiada on tutaj tzw. klasyfikacji jednokierunkowej, ktéra
zwigzana jest 2z faktem grupowania jednostek eksperymentalnych wedlug
jednego kryterium, wyznaczonego przez ukiad v obiektéw. Analiza wynikéw
obserwacji podlegajacych temu - modelowi Jjest oparta o dobrze znang metode
najmniejszych kwadratéw (Scheffé, 1959, s.9, Searle, 1971, s.229).

Model (4.3), o nieco rozbudowanej macierzy dyspersji, nalezy do klasy
modeli mieszanych (poréwnaj Scheffé, 1956, s.257). Z punktu widzenia
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estymacji wartosci oczekiwsnejv wektora y, a w konsekwencji 2z punktu
widzenia estymacji dowolnych estymowalnych fun?cjr parametréw t:' tz,c..,
t'. a w szczegélnosci ich por6éwnah, model (4.3) réwniez nie stwarza
trudnogci. Zachodzi bowiem nastepujgce

Twierdzenie 1. W modelu (4.3) najlepszym liniowym estymatorem
nieobciaZonym warto$ci oczekiwanej wektora losowego y Jjest estymator
uzyskany metoda najmniejszych kwadratéw.

Dowod. Korzystajac z zamieszczonego w suplemencie le-gtu B oraz
faktu, ze ln < R(A'), gdzie R(A’') oznacza podprzestrzen. rozpieta na
kolumnach macierzy A’, wystarczy pokazaé, 2e speiniona jest relacja

RU(I, - Ly )a’) c r(a’) .

Jej prawdziwogé tatwo sprawdzié, poniewaz Jn = 1n1; . o

Twierdzenie to praktycznie oznacza, Ze mimo dopuszczonego w modelu
(4.3) skorelowania obserwowanych zmiennych losowych estymacja nieobcig~-
2ona nieznanych parametréw statych, a dokiadniej ich estymowalnych funkcji
liniowych, przebiega tak samo jak w modelu (4.2), to jest poprzez
wyznaczenie $rednich arytmetycznych dla poszczegélnych obiektéw.

5. LOSOWA REPREZENTACJA OBIEKTOW.

Modele opisane w paragrafie poprzednim maj3 zastosowanie przy opisie
dos$wiadczen, w ktérych zainteresowanie eksperymentatora Jjest
skoncentfowane na ustalonym skolhiczonym zbiorze obiektéw T' y Przy
dodatkowym zaloZeniu, Ze obiekty wywoiuja efekty state. W sytuacji, gdy
zbiér T' jest skoniczony, ale tak liczny, Ze uzycie wszystkich obiektéw w
eksperymencie staje sie ucigzliwe, zachodzi potrzeba wyboru
reprezentatywnego podzbioru. Pomocnym narzedziem okazuje sie tu znowu
proces randomizacji, ktéry tym razem odnosi sie do losowej permutacji
obiektéw, co powoduje 2Ze cale postepowanie mozZna okre$li¢ mianem
randomizacji obiektéw. W jego wyniku numery obiekty staja sie zmiennymi
losowymi i jako takie beda traktowane efekty tych obiektéw. Zanim jednak
skonstruujemy modele odpowiadajace takim doswiadczeniom zajmiemy sie
okredéleniem parametréw losowych efektéw obiektowych.

Je$li zatem zbiér 7 liczy V obiektédw, co odnotujemy piszac Tv , 1 83
one uporzadkowane w pewien poczatkowy sposob, to wprowadzajac, podobnie
jak w paragrafie I.5, zmienne losowe 8:-' efekt s-tego zrandomizowanego

obiektu bedzie wyrazony zpienna losowg

t'(-) % z:-lsr.tr (5'1)
o wartosci oczekiwanej
sovrehl
E(t(.)) SR n v Zi-ltr . (8:2)
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o wariancji
& oy a2 2
D('t'u)) TaNy z:-.“. ) e ' (5.3)
i kowariancji pomiedzy dwoma zrandomizowanymi obiektami

Clt yot,.,) = -a:/(v <. 3) , i 8 . (5.4)

Po wykonaniu randomigzacji w zbiorze obiektéw J’v wybér
reprezentatywnego podzbioru 7 (v s V) obiektéw, ktére bed3 uzyte w
ekapery-enc:le, moZna uzyskad biorac pod uwage zbiér pierwszych v obiektéw
zrandomizowanych. Efekt kazdego z nich bedzie w modelu przedstawiony za
pomocy identycznej zmiennej losowej o statej warto$ci oczekiwenej t i o
wariancJ:l l:. ktérej wielko&#é odzwierciedla zrézZnicowanie w dzialtaniu
obiektéw. Ponadto wszystkie te zmienne s3 jednakowo skorelowane, ze
wspéiczynnikiem korelacji wynoszgcym -1/(V-1) zaleznym jedynie od
liczebnogci gzbioru Tv.

Jak' tatwo zauwazyé ze wzordw (5.2) i (5.3), wielkosci t oraz s: s3
&wigzane 2z catym zbiorem obiektéw Tv i bylyby mozliwe do wyznaczenia,
gdyby wnzystkie efekty t tz""’ tv byty znane. PoniewaZz tak nie Jjest,
wielkosci t oraz s’ pe{nia role nieznanych parametréw.

Opierajgc sie na przedstawionym procesie randomizacji obiektéw na
zbiorze skonczonyi Tv nie trudno skonstruowaé zasade reprezentowania w
doswiadczeniu nieskoniczonego zbioru obiektéw Tm. Wybér skoficzonego
podzbioru T' musi nast3apié zgodnie z zasady losowo$ci i w rezultacie
efekty obiektéw beda reprezentowane w modelu za pomoc3 niezaleznych i
identycznych zmienpych losowych t o parametrach E(t ) ='7v oraz D(t ) -
63--, gdzie v bedzie zaloZonym a pr:.ori efektem oczekxwanym. a 82 bedz:te
zalotona wariancja losowego efektu.

W dalszym ciggu wygodnie bedzie uzywad nastepujgcych oznaczeni: .

T Tty ¥
n.' = { - ¥ $ ’ (5.5)
i A J" e Tv
2
B'ais T =g
o = { 2 * & . (5-6)
VB"/(V-I). ’ T' c rv
Pierwmsze Z nich okresla nieznang wartosd oczekiwang losowo
reprezentowanych w doswiadczeniu obiektéw, natomiast drugie okresla

wielko$é ich wariancji. W rezultacie zbiér obiektéw J" wybranych za

posrednictwem randomizacji ze skoficzonego podzbioru obiektéw J’v mozZna
opisaé¢ modelem
2 1
(t' mtlv’ at(Iv -VJV)} E Tv = 7"V . (5.7)
gdzie t = (t > E sseant )’ Jjest wektorem efektdw losowych obiektéw

€13l <> Cv)
zrandomizowanych, a parametry m ¥ o: okreslone s3 odpowiednio w (8456) «i

(5.6).
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W przypadku obiektéw wylosowanych z nieskolhczonego zbioru obiektéw ro
odpowiedni model przyjmie postad

{t, m1, a::'} i [l yohs (5.8)

gdzie tym razem t = (t1.t2.....t')’ jest wektorem efektéw dotyczacych
obiekté4w stanowigcych prébe prosta z Tm.

8. MODELE LOSOWE

W odréznieniu od modeli stalych, modelami losowymi okresla sie
modele, w ktérych obserwowane zmienne losowe maja wspélng wartos8d
oczekiwan3g uzalezniong od pojedynczego parametru (poréwnaj Scheffé, 19586,
s.252). Z sytuacjag taka memy do czynienia, gdy zbiér T' obiektéw
uczestniczacych w do$wiadczeniu stanowi prébe zrandomizowang 2z ustalonego
skoficzonego zbioru Tv (v < V), lub wtedy, gdy stanowi on prébe prosty g
nieskofczonego zbioru obiektoéw Tm.

Modelowanie potencjalnych obserwacji w wypadku losowej reprezentacji
obiektéw przebiega analogicznie jak w opisanym w paragrafie 4 przypadku
obiektéw z efektami stalymi. Jedyna zmiana polega na zinterpretowaniu w
réwnosci (4.1) efektéw statych, badz jako efektéw losowych obiektéw
zrandomizowanych t(.). badz jako efekté4w losowych t. obiektéw wylosowanych
z nieskoliczonego zbioru obiektéw TO. Wobec =zakladanej niezaleZnosci
losowych efektéw obiektowych od cechy badanej i biedu technicznego,
wyprowadzenie odpowiednich modeli potencjalnych obserwacji sprowadza sie
d; dokcnania modyfikacji modeli (4.2) i (4.3) przez uwzglednienie w nich
wiasnosci wektora losowego t. Korzystajgc z (5.7), (5.8) oraz réwnosdci
A’lv = In. gdzie macierz A’ okreslona jest w (4.6), otrzymamy w

rezultacie nastepujgce cztery modele losowe:

{r, mln, a:A’A + a’In}, T'c Tt Pnc ?w,‘ (6.1)

ry m_, oa'(1 - 338 + 0’1}, e FUrutene, Bacigrg)
245 2 —— +

{y, min, atA A+ a“(In Njn) + ".In}' Tvc T ?nc P“. (6.3)

b mn' 0:"(1'— IV-JV)A ¥ o:(ln— lJn) i O:In)’ T'C o

N Pnc L (6.4)

vl

gdzie y jest wektorem obserwowanych w do$wiadczeniu zmiennych losowych, m
= mt+mu jest jedynym parametrem statym, a a:, a:, 0: oraz az=c:+a: 83
nieznanymi komponentami wariancji.

Kazdy 2z przedstawionych tu modeli losowych dotyczy innego rodzaju
populacji podstawowej jednostek eksperymentalnych oraz innego zbioru
obiektéw. Fakty te maja istotne znaczenie przy okreélaniu zakresu wazZnodci

wyprowadzanych wnioskéw koficowych. Warto w tym miejscu =zaznaczyé, 2Ze
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wnioski takie mogga byé sformulowane jedynie za posrednictwem parametréw
modelu i w wypadkach tu rozwazanych mogg dotyczyé b3gdZz dredniej ogélnej m,
badz relacji pomiedzy odpowiednimi komponentami wariancji.

W odniesieniu do modeli (6.2) i (6.4) nalezy jeszcze zaznaczyé, Ze
mog3 byé one réwniez uzyte, Jjezeli v = V. Wydaje sie jednak, 2ze
prowadgenie randomizacji obiektéw wtedy, gdy wszystkie obiekty mogg bydé
indywidualnie uwzglednione w eksperymencie nie jest celowe, gdyz dzialanie
to =zuboza szczegbélowoddéd wnioskéw konicowych. Z drugiej strony warto
podkre#lid, 2e proces randomizacji obiektéw nie stoi w sprzecznogci z
mozliwodcia przeprowadzenia analizy eksperymentu zgodnie z modelem stalym
(4.2), lub odpowiednio 2z modelem mieszanym (4.3), jednakze tylko w
odniesieniu do tego podzbioru obiektéw T', ktéry w eksperymencie =zostal
faktycznie uzyty (poréwnaj Scheffé, 1956, s.254-5).

Dla zilustrowania trudnos$ci pojawiajgcych sie w zwigzku 2z analiza
modeli o rozbudowane j strukturze macierzy dyspersji przedstawimy
twierdzenie dotyczgce estymacji parametru m.

Twierdzenie 2. W modelach (6.1)-(6.4) istnieje najlepszy liniowy
nieobcigzony estymator parametru m wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy obiekt
replikowany jest te samg liczbe razy, to znaczy n/v krotnie. Je$li warunek
ten jest spetniony, to estymatorem tym jest  drednia arytmetyczna
wazystkich obserwacji.

Dowéd. Na mocy lematu B zastosowanego do modelu (6.1) moZna
stwierdzi¢ istnienie poszukiwanego estymatora wtedy i tylko wtedy, gdy

R(A'Aln) (= R(ln) . (6.5)

Warunek ten jest réwnowazny réwnosci

g i -
anA Aln = A Aln » (6.6)
poniewaz macierz iJn Jjest operatorem rzutu ortogonalnego na podprzestrzen
R(ln). Wobec nieujemnej okre$lonosci macierzy In - iJn, warunek (6.6)
Jjest réwnowazny réwnosci
ax - i )am =0 (6.7)
n nn n 2 ’
Lecz AA’=diag:.‘(n1), A1n=(nl,n2,...,n')’, wiec réwnosé (6.7) zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy
n? = (n /n) n? dlai =1, 2 v (6.8)
1 1 w1 i ¥ PRlaka—. :

lub réwnowaznie, gdy
T - n/v dia i = L} s2padaan s

Dla modelu (6.2) warunek z lematu B przyjmuje postad

R(A'(X - {3 )81} c R(1,) . (6.9)
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Poniewaz jednak 3'= 1'1: oraz A'lv = ln, wiec relacja (6.9) jest
spetniona wtedy i tylko wtedy, gdy =zachodzi warunek (6.5), co, Jjak
pokazano wyzej, jest réwnowazne réwnosci (6.8).

W odniesieniu do modeli (6.3) i (6.4) ponad ustalone juz fakty
pozostaje sprawdzié¢ warunek

RU(I_ - M1} c RO,

ktéry, jak tatwo stwierdzié, spelniony jest zawsze.

W konsekwencji we wszystkich czterech modelach istnienie najlepszego
liniowego nieobcigZonego ésty-atora parametru m jest warunkowane réwnoscia
il PR e n/v. W Swietle lénqtu B pozostala czes$é twierdzenia
Jjest bezposrednio widoczna. £ 0o

Zestawiajgc ustalone tu rezult&ty z wynikami ﬁaragrafu'wézeSniejszego
mozna zauwazyé, 2Ze w modelach opisujgcych eksperymenty, w ktérych nie
prowadzono randomizacji »obiektbw. estymatorem najlepszym dla- wartosci
oczekiwanej wektora losowego y' Jest. estymator najnniejszyéh kwadratéw.
Je$li natomiast obiekty biorgce udzial w eksperymencie podlegaly procesowi
randomizacji, to istnienie estymatora najlepszego nie jest pewne i zale2y -

od speinienia warunku réwnosci replikacji.

SUPLEMENT

Przedstawimy tutaj niektére rezultaty ogélnej teorii modelu
liniowego. Model taki ma postaé '

{r, XB, ¥},
gdzie y jest wektorowa zmienng losow3, ktérej wartosé¢ oczekiwana E(yi Jjest
postaci XB, a macierz dyspersji D(y) nalezy do ustalonego zbioru ¥ .
macierzy okreflonych nieujemnie,

yes{v:tvie Aiv‘ + xzvz * 01, $e W lka 2 0, A, € R}

i

W powyzszym przedstawieniu macierz X oraz okreslone nieujemnie macierze

Vi, V),.... Vk s3 ustalone, natomiast wektor @ i skalary X!, 12,.... A

stanowia nieznane parametry.

Najlepszym liniowym nieobcigZonym estymatorem ukiadu funkcji
parametrycznych XB nazywamy statystyke Ay taka, ze

E(Ay) = Xp (*)
oraz dla kazdego innego estymatora, powiedzmy By, speiniajjcego warunei
nieobcigzonosci (*), zachodzi relacja

D(By) - D(Ay) 2 O ,

gdzie znak nieréwno$ci oznacza, 2ze réznica D(By)-D(Ay) Jjest macierza

okre$long nieujemnie.
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Estymatorem uzyskanym metoda najmniejszych kwadratéw lub, méwiagc
krécej, estymatorem najmniejszych kwadratéw nazywamy statystyke

Py = X(X'X) X'y ,

gdzie (X’'X)” jest dowolna uogbélniong odwrotnodcia macierzy X'X, to
zZnaczy macierza spelniajaca réwnanie X'X(X'X)"X’X = X'X. Macierz ‘P Jjest
operatorem rzutu ortogonalnego na podprzestrzenh rozpieta na kolumnach
macierzy X, Podprzestrzen te oznaczamy symbolem R(X). Wiadomo, ze
statystyka Py jest estymatorem nieobcigZonym dla X3 w dowolnym modelu
liniowym {y, Xp, ¥} oraz ze jest najlepszym liniowym estymatorem
nieobcigZonym X w modelu {y, X3, o’I}.

Ponizsze lematy precyzuj3 warunki, przy ktérych estymator Py staje
8ie¢ réwniez estymatorem najlepszym dla X w modelu ogbélnym.

Lemat A. Jezeli dla modelu {y, XB,7} speiniony jest uktad warunkow
R(Vix) < R(X) 1Ry K} (*%)

to w modelu tym najlepszy nieobcigzony estymator wektora XB istnieje i
Jest identyczny z estymatorem najmniejszych kwadratéw.

Lemat B. Jezeli dla modelu {y, XB,¥} spetniona jest relacja I € ¥, to
uktad warunkow (*%) Jest konieczny i dostateczny na to, aby w
modelu tym istniat najlepszy liniowy estymator XB i jest on wtedy
identyczny z estymatorem najmniejszych kwadratéw.

Pierwszy =z przytoczonych lematéw moZna odniesé do rezultatu
Zyskinda (1967), zgodnie =z ktérym relacja R(VX) c R(X) Jjest warunkiem
koniecznym i dostatecznym na to, aby estymator najmniejszych kwadratéw byl
estymatorem najlepszym wéréd estymatoréw nieobciazonych wektora B w
modelu {y, X@3, o’v;. Fakt ten w potgczeniu z podang przez Kale (1981)
formalng definicja najlepszego nieobciazonego estymatora liniowego XB w
modelu {y, XB, ¥} uzasadnia stwierdzenie zawarte w lemacie A. Lemat B jest
natomiast bezpod$rednim wnioskiem z twierdzen 4.1 i 5.1 2z pracy Kali
(1981), ktére, wobec zalozenia I € ¥, mozZna réwniez wyrazié¢ za pomoca
warunku (%),
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ELEMENTS OF THE RANDOMIZATION THEORY
ITI. MODELING OF SIMPLE EXPERIMENTS

Summary

In this paper, being the second in a series of papers devoted to the
randomization theory, the construction of the models for simple
experiments is described. The common assumption of unit-treatment
additivity is discussed in the light of a weaker assumption of preserving
a homogeneity (symmetry) of the units.

The models obtained are examined with regard to the existence of the
best linear unbiased estimator of fixed parameters. To this aim the
general theory of estimation in linear models is utilized.

Key words: additivity, homogeneity, null experiments, fixed models, random

models, mixed models



